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В прикладной математике большое внимание уделяется целому классу задач 

оптимизации, заключающихся в нахождении в заданной области точек наибольшего или 

наименьшего значения некоторой функции, зависящей от большого числа переменных. Это 

так называемые задачи математического программирования. Они возникают в самых 

разных областях человеческой жизни и деятельности, чаще всего в экономических 

исследованиях, в планировании и организации производства. Изучение этих задач и методов 

их решения привело к созданию такой научной дисциплины, как линейное программирование. 

Поскольку экономика является неизменным ядром человеческой жизни и деятельности, то 

решение таких задач для дальнейшего эффективного построения процессов является 

необходимым, поэтому данная тема является актуальной.  

Базисные решения 

Данная задача является канонической (или основной) задачей линейного 

программирования т.к. условия (ограничения) представлены в виде AX=B. 

𝑓 = 5𝑥1 + 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 → 𝑚𝑖𝑛, (
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 2 1 1 2

) ·

(

 
 

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5)

 
 
= (

1
3
12
) 

Базисным решением называется частное решение, получающееся из общего при 

нулевых значениях свободных переменных [3]. 

Запишем расширенную матрицу системы: 

(
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 2 1 1 2

|
1
3
12
) 

Приведем систему к единичной матрице методом преобразований Жордана-Гаусса.  

Последовательно будем выбирать разрешающий элемент и делать преобразования в столбце 

относительно него. 

В качестве базовой переменной выберем x5, тогда 

(
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 2 1 1 2

|
1
3
12
)

: 2

→ (
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
1 1 0,5 0,5 1

|
1
3
6
)
−2я стр: 2

 

В качестве базовой переменной выберем x4, потом х3, тогда 

→ (
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2,5 0,5 0,5 0 1

|
1
3
4,5
)
−1я стр:2

→ (
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 1 0 0 1

|
1
3
4
) 

Так как ранг расширенной матрицы равен 3, а число не известных х равно 5, то в 

данной системе 3 базисных и 2 свободных переменных [1]. 

Примем переменные x1,x2 в качестве свободных переменных и через них выразим 

базисные, тогда получим систему: 

{

x1 − x2 + x3 = 1
−3x1 + x2 + x4 = 3
2x1 + x2 + x5 = 4

=> {

x3 = 1 − x1 + x2
x4 = 3+3x1 − x2
x5 = 4 − 2x1 − x2

 

Приравняем переменные x1 и x2 к 0. Получим базисное решение системы. 
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{
 
 

 
 
𝑥1 = 0
𝑥2 = 0
𝑥3 = 1
𝑥4 = 3
𝑥5 = 4

  или 𝑋б1 =

(

 
 

0
0
1
3
4)

 
 

 

Найдем значение целевой функции в данной точке: 

𝑓(𝑋б1) = 0 + 1 − 3 + 4 = 2 

Так как нужно найти все базисные решения, т.е. решения в которых: 

2) базисными являются переменные x2,x3,x5; свободными соответственно являются 

x1,x4; 

3) базисными являются переменные x2,x3,x4; свободными соответственно являются 

x1,x5; 

4) базисными являются переменные x1,x2,x3; свободными соответственно являются 

x4,x5;  

5) базисными являются переменные x1,x2,x4; свободными соответственно являются 

x3,x5; 

6) базисными являются переменные x1,x2,x5; свободными соответственно являются 

x3,x4; 

7) базисными являются переменные x1,x3,x4; свободными соответственно являются 

x2,x5; 

8) базисными являются переменные x1,x3,x5; свободными соответственно являются 

x2,x4; 

9) базисными являются переменные x1,x4,x5; свободными соответственно являются 

x2,x3; 

Для случая, где (1) базисными являются переменные x3,x4,x5; свободными 

соответственно являются x1,x2 решение найдено выше [5]. 

Запишем системы в новых базисных переменных: 

2) Выразим x2  

{

𝑥3 = 1 − 𝑥1 + 𝑥2
𝑥2 = 3+3𝑥1 − 𝑥4
𝑥5 = 4 − 2𝑥1 − 𝑥2

 

Подставим x2 в x3 и x5, получим: 

{

𝑥2 = 3+3𝑥1 − 𝑥4
𝑥3 = 1 − 𝑥1 + 3+3𝑥1 − 𝑥4

𝑥5 = 4 − 2𝑥1 − (3+3𝑥1 − 𝑥4)
=> {

𝑥2 = 3+3𝑥1 − 𝑥4
𝑥3 = 4+ 2𝑥1 − 𝑥4
𝑥5 = 1− 5𝑥1 + 𝑥4

 

Приравняем переменные x1 и x4 к 0. Получим базисное решение системы. 

 

{
 
 

 
 
𝑥1 = 0
𝑥2 = 3
𝑥3 = 4
𝑥4 = 0
𝑥5 = 1

  или 𝑋б2 =

(

 
 

0
3
4
0
1)

 
 

 

Для поиска базисного решения через теорему о замене базисного вектора запишем 

систему в следующем виде: 

{

−3𝑥1+𝑥2 + 0+ 𝑥4 + 0 = 3
−2𝑥1 + 0+ 𝑥3 + 𝑥4 + 0 = 4
5𝑥1 + 0 + 0 − 𝑥4 + 𝑥5 = 1

 

Тогда матрица преобразования базисного вектора 𝑋1̅̅ ̅ =

(

 
 

0
0
𝑥3
𝑥4
𝑥5)

 
 

 к вектору  
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𝑋2̅̅ ̅ =

(

 
 

0
𝑥2
𝑥3
0
𝑥5)

 
 

 примет следующий вид А=(
−3 1 0 1 0
−2 0 1 1 0
5 0 0 −1 1

) 

Тогда 𝑋б2 = 𝐴 · 𝑋б1 = (
−3 1 0 1 0
−2 0 1 1 0
5 0 0 −1 1

) ·

(

 
 

0
0
1
3
4)

 
 
=> 𝑋б2 =

(

 
 

0
3
4
0
1)

 
 

 

Найдем значение целевой функции в данной точке: 

𝑓(𝑋б2) = 5𝑥1 + 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 = 0 + 4 − 0 + 1 = 5 

3) Пусть базисными являются переменные x2,x3,x4; свободными соответственно 

являются x1,x5; 

Преобразуем  

(
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 1 0 0 1

|
1
3
4
)
+3я стр
−3я стр. → (

3 0 1 0 1
−5 0 0 1 −1
2 1 0 0 1

|
5
−1
4

)
⬆в 1 ряд

 

→ (
2 1 0 0 1
3 0 1 0 1
−5 0 0 1 −1

|
4
5
−1
)  

Тогда матрица преобразования базисного вектора 𝑋1̅̅ ̅ =

(

 
 

0
0
𝑥3
𝑥4
𝑥5)

 
 

 к вектору  

𝑋3̅̅ ̅ =

(

 
 

0
𝑥2
𝑥3
𝑥4
0 )

 
 

 примет следующий вид А=(
2 1 0 0 1
3 0 1 0 1
−5 0 0 1 −1

) 

Тогда 𝑋б3 = 𝐴 · 𝑋б1 = (
2 1 0 0 1
3 0 1 0 1
−5 0 0 1 −1

) ·

(

 
 

0
0
1
3
4)

 
 
=> 𝑋б3 =

(

 
 

0
4
5
−1
0 )

 
 

 

Так как условие xk≥0 не выполнено, данный базис недопустим. 

4) Пусть базисными являются переменные x1,x2,x3; свободными соответственно 

являются x4,x5;  

Преобразуем  

(
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 1 0 0 1

|
1
3
4
)
+2я стр
−3я стр. → (

−2 0 1 1 0
−5 0 0 1 −1
2 1 0 0 1

|
4
−1
4
) : (−5)⬆в 1 ряд

⬆в2 ряд

 

→ (
1 0 0 −0,2 0,2
2 1 0 0 1
−2 0 1 1 0

|
0,2
4
4
)−1я стр ∗ 2
+1я стр ∗ 2

 → (
1 0 0 −0,2 0,2
0 1 0 0,4 0,6
0 0 1 0,6 0,4

|
0,2
3,6
4,4
) 

Тогда матрица преобразования базисного вектора 𝑋1̅̅ ̅ =

(

 
 

0
0
𝑥3
𝑥4
𝑥5)

 
 

 к вектору  
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𝑋4̅̅ ̅ =

(

 
 

𝑥1
𝑥2
𝑥3
0
0 )

 
 

 примет следующий вид А=(
1 0 0 −0,2 0,2
0 1 0 0,4 0,6
0 0 1 0,6 0,4

) 

Тогда 𝑋б4 = 𝐴 · 𝑋б1 = (
1 0 0 −0,2 0,2
0 1 0 0,4 0,6
0 0 1 0,6 0,4

) ·

(

 
 

0
0
1
3
4)

 
 
=> 𝑋б4 =

(

 
 

0,2
3,6
4,4
0
0 )

 
 

 

Найдем значение целевой функции в данной точке: 

𝑓(𝑋б4) = 5𝑥1 + 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 = 1 + 4,4 − 0 + 0 = 5,4 

5) Пусть базисными являются переменные x1,x2,x4; свободными соответственно 

являются x3,x5;  

Преобразуем  

(
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 1 0 0 1

|
1
3
4
)
+3я стр
−3я стр → (

3 0 1 0 1
−5 0 0 1 −1
2 1 0 0 1

|
5
−1
4

)

: (3)

⬇в 3 ряд

⬆в2 ряд

 

→ (
1 0 1/3 0 1/3
2 1 0 0 1
−5 0 0 1 −1

|
5/3
4
−1

)−1я стр ∗ 2
+1я стр ∗ 5

 → (
1 0 1/3 0 1/3

0 1 −2/3 0 1/3

0 0 5/3 1 2/3
|
5/3
2/3
22/3

)  

Тогда матрица преобразования базисного вектора 𝑋1̅̅ ̅ =

(

 
 

0
0
𝑥3
𝑥4
𝑥5)

 
 

 к вектору  

𝑋5̅̅ ̅ =

(

 
 

𝑥1
𝑥2
0
𝑥4
0 )

 
 

 примет следующий вид А=(
1 0 1/3 0 1/3

0 1 −2/3 0 1/3

0 0 5/3 1 2/3
) 

Тогда  

𝑋б5 = 𝐴 · 𝑋б1 = (
1 0 1/3 0 1/3

0 1 −2/3 0 1/3

0 0 5/3 1 2/3
) ·

(

 
 

0
0
1
3
4)

 
 
=> 𝑋б5 =

(

 
 

5/3
2/3
0

22/3
0 )

 
 

 

Найдем значение целевой функции в данной точке: 

𝑓(𝑋б5) = 5𝑥1 + 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 =
25

3
+ 0 −

22

3
+ 0 = 1 

6) Пусть базисными являются переменные x1,x2,x5; свободными соответственно 

являются x3,x4;  

Преобразуем  

(
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 1 0 0 1

|
1
3
4
)

+2я стр

+1я стр
→ (

−2 0 1 1 0
−3 1 0 1 0
3 0 1 0 1

|
4
3
5
)

: (−2)
−1я стр ∗ 1.5
+1я стр ∗ 1.5

 

→ (
1 0 −0.5 −0.5 0
0 1 −1.5 −0.5 0
0 0 2.5 1.5 1

|
−2
−3
11
)  
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Тогда матрица преобразования базисного вектора 𝑋1̅̅ ̅ =

(

 
 

0
0
𝑥3
𝑥4
𝑥5)

 
 

 к вектору  

𝑋6̅̅ ̅ =

(

 
 

𝑥1
𝑥2
0
0
𝑥5)

 
 

 примет следующий вид А=(
1 0 −0.5 −0.5 0
0 1 −1.5 −0.5 0
0 0 2.5 1.5 1

) 

Тогда  

𝑋б6 = 𝐴 · 𝑋б1 = (
1 0 −0.5 −0.5 0
0 1 −1.5 −0.5 0
0 0 2.5 1.5 1

) ·

(

 
 

0
0
1
3
4)

 
 
=> 𝑋б6 =

(

 
 

−2
−3
0
0
11)

 
 

 

Так как условие xk≥0 не выполнено, данный базис недопустим. 

7) Пусть базисными являются переменные x1,x3,x4; свободными соответственно 

являются x2,x5;  

Преобразуем  

(
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 1 0 0 1

|
1
3
4
)
−3я стр ∗ 0.5
+3я стр ∗ 1.5

∗ 0.5

→ (
0 −1.5 1 0 −0.5
0 2.5 0 1 1.5
1 0.5 0 0 0.5

|
−1
9
2
)  

Тогда матрица преобразования базисного вектора 𝑋1̅̅ ̅ =

(

 
 

0
0
𝑥3
𝑥4
𝑥5)

 
 

 к вектору  

𝑋7̅̅ ̅ =

(

 

𝑥1
0
𝑥3
𝑥4
0 )

  примет следующий вид А=(
0 −1.5 1 0 −0.5
0 2.5 0 1 1.5
1 0.5 0 0 0.5

) 

Тогда  

𝑋б7 = 𝐴 · 𝑋б1 = (
0 −1.5 1 0 −0.5
0 2.5 0 1 1.5
1 0.5 0 0 0.5

) ·

(

 
 

0
0
1
3
4)

 
 
=> 𝑋б7 =

(

 
 

−1
0
9
2
0 )

 
 

 

Так как условие xk≥0 не выполнено, данный базис недопустим [7]. 

8) Пусть базисными являются переменные x1,x3,x5; свободными соответственно 

являются x2,x4;  

Преобразуем  

(
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 1 0 0 1

|
1
3
4
)

+2 стр: 3
: (−3)

+2 стр ∗ 2: 3
→ (

0 −2/3 1 1/3 0

1 −1/3 0 −1/3 0

0 5/3 0 2/3 1
|
2
−1
6
)  

Тогда матрица преобразования базисного вектора 𝑋1̅̅ ̅ =

(

 
 

0
0
𝑥3
𝑥4
𝑥5)

 
 

 к вектору  



139 
 

𝑋8̅̅ ̅ =

(

 
 

𝑥1
0
𝑥3
0
𝑥5)

 
 

 примет следующий вид А=(

0 −2/3 1 1/3 0

1 −1/3 0 −1/3 0

0 5/3 0 2/3 1
) 

Тогда  

𝑋б8 = 𝐴 · 𝑋б1 = (

0 −2/3 1 1/3 0

1 −1/3 0 −1/3 0

0 5/3 0 2/3 1
) ·

(

 
 

0
0
1
3
4)

 
 
=> 𝑋б8 =

(

 
 

2
0
−1
0
6 )

 
 

 

Так как условие xk≥0 не выполнено, данный базис недопустим [2]. 

9) Пусть базисными являются переменные x1,x4,x5; свободными соответственно 

являются x2,x3;  

Преобразуем  

(
1 −1 1 0 0
−3 1 0 1 0
2 1 0 0 1

|
1
3
4
)+1я стр ∗ 3
−1 стр ∗ 2

→ (
1 −1 1 0 0
0 −2 3 1 0
0 3 −2 0 1

|
1
6
2
)  

Тогда матрица преобразования базисного вектора 𝑋1̅̅ ̅ =

(

 
 

0
0
𝑥3
𝑥4
𝑥5)

 
 

 к вектору  

𝑋9̅̅ ̅ =

(

 
 

𝑥1
0
0
𝑥4
𝑥5)

 
 

 примет следующий вид А=(
1 −1 1 0 0
0 −2 3 1 0
0 3 −2 0 1

) 

Тогда  

𝑋б9 = 𝐴 · 𝑋б1 = (
1 −1 1 0 0
0 −2 3 1 0
0 3 −2 0 1

) ·

(

 
 

0
0
1
3
4)

 
 
=> 𝑋б9 =

(

 
 

1
0
0
6
2)

 
 

 

Найдем значение целевой функции в данной точке: 

𝑓(𝑋б9) = 5𝑥1 + 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 = 5 + 0− 6 + 2 = 1 

Метод замены базисных векторов является довольно объемным и не во всех задачах 

возможно выбрать удачно начальный базис [4]. Поиск решения методом перебора эффективно 

возможен только при найденных базисных (опорных решениях). Графический метод и 

симплекс-метод являются наиболее популярными из всех методов линейного 

программирования и позволяют получить гораздо большее количество информации, нежели 

просто найденное оптимальное решение [6]. Однако симплекс-метод в отличие от 

графического можно использовать в задаче пространства с размерностью больше трех и это 

его значительное преимущество [9]. Тогда как графический метод можно применять только в 

задачах двумерного пространства, либо в задачах, где число неизвестных на 2 больше числа 

ограничений и задача может быть сведена к поиску решения для двух переменных. Таким 

образом, использование симплекс-метода в задачах линейного программирования является 

наиболее оптимальным. 
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In applied mathematics, much attention is paid to a whole class of optimization problems, 

which consist in finding the maximum or minimum value of a certain function depending on a large 

number of variables in a given area of points. These are the so-called problems of mathematical 

programming. They arise in various areas of human life and activity, most often in economic 

research, in planning and organizing production. The study of these problems and methods for 

solving them led to the creation of such a scientific discipline as linear programming. Since the 

economy is the invariable core of human life and activity, the solution of such problems is necessary 

for the further effective construction of processes, therefore this topic is relevant. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


